
 

 
 

   
 
 
 

 
 

 
 
 
 

  
 

 
 
 
  
    

 
 
 
 

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Επιμέλεια : Αθανασιάδης Χαράλαμπος
                                 Μαθηματικός

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΚΑΙ ΘΕΜΑΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

ΘΕΤΙΚΟΥ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
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∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

1. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

 

 ΠΡΟΣΘΕΣΗ – ΑΦΑΙΡΕΣΗ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

 1.  Ζητείται να δειχθεί ισότητα αλγεβρικών αθροισµάτων διανυσµάτων. 

Τότε ξεκινάµε από το πιο πολύπλοκο µέλος και µε βάση την υπόθεση 

καταλήγουµε στο πιο απλό ή εκφράζουµε όλα τα διανύσµατα της προς 

απόδειξη σχέσης µέσω σηµείου αναφοράς και καταλήγουµε σε δύο ίσα 

µέλη. 

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 21, Άσκηση Α΄ 5. 

 2. Σε περίπτωση όπου ζητείται να δειχθεί ισότητα αλγεβρικών 

αθροισµάτων διανυσµάτων µε πολλά διανύσµατα, είναι προτιµότερο να 

εκφράζουµε όλα τα διανύσµατα της προς απόδειξη σχέσης µέσω 

σηµείου αναφοράς. Αντικαθιστώντας στη σχέση θα καταλήγουµε στο 

ζητούµενο. 

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 21, Άσκηση Α΄ 7. 

 3. Εάν ζητείται να εκφρασθεί διάνυσµα α
�

 συναρτήσει άλλων διανυσµάτων 

β
�

, γ , … τότε µε βάση την υπόθεση προσπαθούµε να γράψουµε το 

διάνυσµα α
�

 ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων β
�

, γ , … 

   Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 21, Άσκηση Α΄ 6. 

 

 ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ ΜΕ ∆ΙΑΝΥΣΜΑ 

 1.  Εάν ζητείται να δειχθεί ότι διάνυσµα α
�

 είναι παράλληλο σε διάνυσµα β
�

 

τότε αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει πραγµατικός αριθµός λ τέτοιος 

ώστε να ισχύει : α
�

=λβ
�

. 

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 27, 

Άσκηση Α΄ 11. 

 2. Ιδιότητες Βαρύκεντρου :    

α)

ΓΕ
3

2
GΓ,Β∆

3

2
GΒ,ΑΜ

3

2
GΑ ============

ΓΕ
3

1
ΕG,Β∆

3

1
∆G,ΑΜ

3

1
GM ============

G

Ε ∆

M

Α

Β
Γ
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ΕG2GΓ,∆G2GΒ,ΜG2GΑ ============  

β) Επιπλέον ισχύει ότι 0GΓBGAGΓGGBGA ====++++++++====++++++++  και για 

κάθε σηµείο Ο του επιπέδου ισχύει ότι )ΓOOBOA(
3

1
OG ++++++++==== . 

(Είναι εφαρµογή του Σχολικού βιβλίου αλλά προτείνεται να µην 

διδαχθεί). 

 3. Ζητείται να δειχθεί ότι τρία σηµεία του επιπέδου είναι συνευθειακά. 

Τότε δείχνουµε ότι δύο από τα τρία διανύσµατα που σχηµατίζουν αυτά 

τα σηµεία είναι παράλληλα. (π.χ. Εάν Α, Β, Γ είναι τα σηµεία δείχνουµε 

ότι ΒΓ//ΑΒ  ή ΑΓ//ΑΒ  ή ΒΓ//ΑΓ ). 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 27, Άσκηση Α΄ 5. 

4. Σε ασκήσεις µε διανύσµατα διαµέσων χρησιµοποιούµε τη σχέση που 

µας δίνει τη διανυσµατική ακτίνα µέσου τµήµατος εναλλάσσοντας κάθε 

φορά τα γράµµατα των διανυσµάτων. 

   Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 27, Άσκηση Α΄ 7. 

5. Εάν ζητείται να βρεθεί σηµείο Μ του επιπέδου ώστε να ισχύει σχέση 

διανυσµάτων τότε προσπαθούµε να εκφράσουµε διάνυσµα µε αρχή ή 

τέλος το σηµείο Μ συναρτήσει γνωστών διανυσµάτων της υπόθεσης. 

Από τη σχέση αυτή µπορούµε να προσδιορίσουµε το σηµείο Μ. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 28, Άσκηση Β΄ 5. 

6. Εάν ζητείται να δειχθεί ότι αλγεβρικό άθροισµα διανυσµάτων που 

περιέχουν τυχαίο σηµείο Μ είναι σταθερό, τότε εκφράζουµε όλα τα 

διανύσµατα της υπόθεσης µε σηµείο αναφοράς οποιοδήποτε σταθερό 

σηµείο και δείχνουµε ότι το ζητούµενο αλγεβρικό άθροισµα  

διανυσµάτων εξαρτάται µόνο από σταθερά διανύσµατα (Ουσιαστικά 

προσπαθούµε να απαλείψουµε το σηµείο Μ).  

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 29, Άσκηση Β΄ 8. 

7. Βασική Ιδιότητα 1 : Εάν α
�

 και β
�

 είναι δύο µη συγγραµµικά 

διανύσµατα του επιπέδου τέτοια ώστε 0βµαλ ====++++  τότε λ=µ=0. (Εάν 

χρησιµοποιηθεί τότε πρέπει να αποδειχθεί). Αυτή η ιδιότητα 

χρησιµοποιείται όταν θέλουµε να αποδείξουµε δοσµένη σχέση 

παραλληλίας διανυσµάτων. Καταλήγουµε σε γραµµικό συνδυασµό µη 

συγγραµµικών διανυσµάτων ίσο µε το µηδενικό διάνυσµα και έτσι 

προσδιορίζουµε τους ζητούµενους συντελεστές.  
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 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 29, Άσκηση Β΄ 9. 

8. Βασική Ιδιότητα 2 : Εάν α
�

, β
�

, γ  τρία διανύσµατα του επιπέδου, µε 

β
�

, γ  µη συγγραµµικά, τότε το διάνυσµα α
�

 µπορεί να γραφεί, κατά 

µοναδικό τρόπο, ως γραµµικός συνδυασµός των β
�

 και γ  (π.χ. 

α
�

=λβ
�

+µγ  µε λ, µ µοναδικά). Μέσω αυτής της σχέσης µειώνουµε τον 

αριθµό των άγνωστων διανυσµάτων. 

 Εφαρµογή : (Θα δοθεί παράδειγµα σε επόµενο µάθηµα). 

9. Τριγωνική Ανισότητα στα ∆ιανύσµατα :  

Γνωρίζουµε ότι ισχύει : βαβα ++++≤≤≤≤−−−− βα ++++≤≤≤≤ . 

Εάν ισχύει ότι βαβα ++++====++++  τότε τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 είναι 

οµόρροπα.  

Εάν ισχύει ότι βαβα ++++====−−−−  τότε τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 είναι 

αντίρροπα. 

Εάν ισχύει ότι 0α ====  ή 0β ====  τότε η τριγωνική ανισότητα ισχύει 

πάντα ως ισότητα. 

Εφαρµογή : ∆ίνονται τα διανύσµατα α
�

, β
�

 και γ  τέτοια ώστε 

0γβα ====++++++++  και α3β ==== , α4γ ====  . Να δειχθεί ότι το διάνυσµα 

α
�

 είναι οµόρροπο του διανύσµατος β
�

  και ότι το διάνυσµα β
�

 είναι 

αντίρροπο του διανύσµατος γ . 

 

 ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 

 1. Εάν ζητείται τιµή παραµέτρου ώστε δύο διανύσµατα µε συντεταγµένες 

να είναι ίσα, τότε απαιτούµε να έχουν ίσες συντεταγµένες και 

επιλέγουµε την κοινή τιµή της παραµέτρου που ικανοποιεί και τις δύο 

ισότητες. 

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 39, Άσκηση Α΄ 4. 

2. Εάν ζητείται τιµή παραµέτρου ώστε διάνυσµα α
�

 που δίνεται µε 

συντεταγµένες να είναι το µηδενικό διάνυσµα, τότε απαιτούµε οι 

συντεταγµένες του να είναι ίσες µε το µηδέν και επιλέγουµε την κοινή 

τιµή της παραµέτρου που ικανοποιεί και τις δύο ισότητες. Εάν ζητείται 

τιµή παραµέτρου ώστε διάνυσµα α
�

 που δίνεται µε συντεταγµένες να 
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είναι παράλληλο στον άξονα xx ′′′′  τότε απαιτούµε η τεταγµένη του να 

είναι ίση µε µηδέν και για να είναι παράλληλο στον άξονα yy ′′′′  

απαιτούµε η τετµηµένη του να είναι ίση µε µηδέν. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 39, Άσκηση Α΄ 3. 

3. Εάν ζητείται τιµή παραµέτρου ώστε τρία σηµεία Α, Β, Γ µε 

συντεταγµένες να είναι συνευθειακά, τότε σχηµατίζουµε τα διανύσµατα  

ΑΓ,ΑΒ  (ή τα διανύσµατα ΒΓ,ΑΒ  ή τα διανύσµατα ΒΓ,ΑΓ ) και 

απαιτούµε 0)ΑΓ,ΑΒdet( ====  (ή αντίστοιχα 0)ΒΓ,ΑΒdet( ====  ή 

0)ΒΓ,ΑΓdet( ==== ).  

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 38, Εφαρµογή. 

4. Εάν ζητείται τιµή παραµέτρου ώστε δύο διανύσµατα µε συντεταγµένες 

να είναι παράλληλα, τότε απαιτούµε η ορίζουσά τους να είναι µηδέν. 

Εάν επιπλέον ζητείται να είναι οµόρροπα ή αντίρροπα, τότε για την 

τιµή της παραµέτρου που βρήκαµε ελέγχουµε εάν τα διανύσµατα είναι 

οµόρροπα ή αντίρροπα. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 39, Άσκηση Α΄ 5. 

5. Εάν ζητείται να βρεθεί σηµείο Μ του επιπέδου που να ικανοποιεί 

δοσµένη σχέση µε διανύσµατα που δίνονται µε συντεταγµένες, τότε 

θέτουµε ως Μ το σηµείο M(x, y) και από την υπόθεση καταλήγουµε σε 

σύστηµα δύο εξισώσεων ως προς x, y. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 40, Άσκηση Α΄ 8. 

6. Σε ασκήσεις όπου δίνονται µέσα διανυσµάτων ή ζητείται να βρεθεί 

µέσο διανύσµατος (π.χ. κέντρο παραλληλογράµµου) θα χρησιµοποιούµε 

τις σχέσεις 
2

yy
y,

2

xx
x BA

M
BA

M

++++
====

++++
==== . 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 40, Άσκηση Β΄ 1, Β΄ 2. 

 

 ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

 1. Ζητείται να βρεθεί εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων των οποίων 

δίνονται τα µέτρα και η γωνία τους. Τότε χρησιµοποιούµε τον ορισµό 

του εσωτερικού γινοµένου. Εάν τα διανύσµατα δίνονται µε 

συντεταγµένες τότε χρησιµοποιούµε την αναλυτική έκφραση του 

εσωτερικού γινοµένου. 

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 47, Άσκηση  Α΄ 1, Α΄ 7. 
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2. Εάν ζητείται να βρεθεί γωνία δύο διανυσµάτων τότε βρίσκουµε το 

συνηµίτονο της γωνίας µέσω του ορισµού του εσωτερικού γινοµένου. 

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 47, Άσκηση  Α΄ 7. 

3. Εάν ζητείται να δειχθεί ότι βα ⊥⊥⊥⊥  τότε δείχνουµε ότι 0βα ====⋅⋅⋅⋅ . Εάν 

ζητείται να βρεθεί τιµή παραµέτρου ώστε βα ⊥⊥⊥⊥  τότε απαιτούµε 

0βα ====⋅⋅⋅⋅  και προσδιορίζουµε την τιµή της παραµέτρου. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 47, Άσκηση  Α΄ 9, Α΄ 5. 

4. Εύρεση ∆ιανύσµατος προβολής : Γνωρίζουµε ότι βπροβαβα
α

==== . 

Όµως αλβπροβ
α

==== . Άρα 
2

2

α

βα
λαλβα ====⇔⇔⇔⇔==== . Εποµένως 

α
α

βα
βπροβ

2α
==== . 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 46, Εφαρµογή 1. 

5. Ανάλυση Γνωστού ∆ιανύσµατος σε δύο κάθετες συνιστώσες από τις 

οποίες η µία είναι παράλληλη σε άλλο γνωστό διάνυσµα : 

Έχουµε ότι : 21 ββα ++++====  µε 21 ββ ⊥⊥⊥⊥  και γ//β1 . Τότε θα ισχύει ότι 

γλβ1 ====  και γβ2 ⊥⊥⊥⊥ . Άρα παίρνουµε ότι : 2βγλα ++++====  µε γβ2 ⊥⊥⊥⊥ . 

Πολλαπλασιάζουµε την ισότητα µε το διάνυσµα γ  και έτσι έχουµε : 

2

2

γ

γα
λγλγα ====⇔⇔⇔⇔==== . Άρα προκύπτει ότι γ

γ

γα
β

21 ====  και 

γ
γ

γα
αβ 22 −−−−==== .  

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 46, Εφαρµογή 2. 

6. Σε γεωµετρικές ασκήσεις µε καθετότητες πλευρών θα χρησιµοποιούµε 

την ιδιότητα βπροβαβα
α

==== . 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 50, Άσκηση  Β΄ 10, Β΄ 11. 

7. Εάν δίνεται γνωστός γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων ίσος µε το 

µηδενικό διάνυσµα και ζητούνται εσωτερικά γινόµενα, τότε 

πολλαπλασιάζουµε το γραµµικό συνδυασµό µε κάθε ένα από τα 

διανύσµατα που τον αποτελούν. Έτσι σχηµατίζεται ένα σύστηµα 

εξισώσεων µε αγνώστους τα εσωτερικά γινόµενα που µας ενδιαφέρουν. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 49, Άσκηση  Β΄ 4. 
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 ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 

 1. Εάν τυχαίο σηµείο Μ ικανοποιεί ισότητα της µορφής αλΑΜ ====  όπου Α 

σταθερό γνωστό σηµείο και α  γνωστό διάνυσµα, τότε το σηµείο Μ 

ανήκει σε ευθεία που διέρχεται από το σηµείο Α και είναι παράλληλη 

στο διάνυσµα α . 

 2. Εάν τυχαίο σηµείο Μ ικανοποιεί ισότητα της µορφής ρΑΜ ====  όπου Α 

σταθερό γνωστό σηµείο και ρ>0, τότε το σηµείο Μ κινείται σε κύκλο 

κέντρου Α και ακτίνας ρ. 

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 50, Άσκηση  Γενικές 3. 

3. Εάν τυχαίο σηµείο Μ ικανοποιεί ισότητα της µορφής ΜΒΜΑ ====  όπου 

Α και Β σταθερά γνωστά σηµεία, τότε το σηµείο Μ ανήκει στη 

µεσοκάθετο του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ.  

  Εφαρµογή : ∆ίνονται τα σταθερά σηµεία Α και Β του επιπέδου. Εάν το 

τυχαίο σηµείο Μ που είναι διαφορετικό των Α και Β, ικανοποιεί τη 

σχέση 
22

ΒΜΑΜ ====  να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ.  

Εφαρµογή για το Β8 : ∆ίνονται τα διανύσµατα )1,2(α ====
→→→→

 και 

)1,1(β −−−−====
→→→→

. Να βρεθεί διάνυσµα 
→→→→

γ  συνεπίπεδο των διανυσµάτων  
→→→→

α  

και 
→→→→

β  για το οποίο ισχύουν τα ακόλουθα : i) 
→→→→→→→→

⊥⊥⊥⊥ αγ , ii) Σχηµατίζει 

αµβλεία γωνία µε το διάνυσµα 
→→→→

β  και iii) 
→→→→→→→→

==== αγ . 
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Β. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΣΤΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

1. ∆ίνεται το διάνυσµα ΑΒ  και το µέσο του Μ. Να δειχθεί ότι για την 

διανυσµατική ακτίνα του Μ ισχύει ότι : .
2

ΟΒΟΑ
ΟΜ

++++
====  

2. Να δοθεί ο ορισµός του εσωτερικού γινοµένου δύο διανυσµάτων   β ,α  
�

�

. 

3.  Για δύο µη µηδενικά διανύσµατα α  , β  να δειχθεί ότι βπροβαβα
α

==== . 

4.  Να αποδείξετε ότι το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι ίσο µε το 

άθροισµα των γινοµένων των οµώνυµων συντεταγµένων τους. 

5. Να δειχθεί ότι ⇔⇔⇔⇔β//α υπάρχει λ ℜℜℜℜ∈∈∈∈  τέτοιο ώστε .βλα ====  

6. Εάν )y,x(α 11====
→→→→

και )y,x(β 22====
→→→→

 είναι δύο µη µηδενικά διανύσµατα 

του επιπέδου που σχηµατίζουν γωνία θ, να αποδείξετε ότι: 

συνθ=
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

yxyx

yyxx

++++⋅⋅⋅⋅++++

++++
. 

7.  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως σωστές ή λανθασµένες : 

 α) Εάν  ω)β,α( ====  και φ)β,γ( ====  µε συνφ+συνω=2 τότε τα διανύσµατα 

α  και γ  είναι οµόρροπα. 

 β)  ∆ύο αντίθετα διανύσµατα έχουν τον ίδιο συντελεστή διευθύνσεως. 

 γ)  Εάν αµαλ ====  τότε λ=µ. 

 δ)  Για δύο τυχαία µη µηδενικά διανύσµατα α , β  ισχύει ότι : 

(((( )))) .βαβα
222

====  

 ε)  Εάν βαβα ++++====++++  τότε τα διανύσµατα α , β  είναι οµόρροπα. 

 στ) Εάν (((( )))) ,
6

π
β,α και1β,3α ============  τότε 1βα ====−−−− . 

 ζ)  Για δύο τυχαία µη µηδενικά διανύσµατα α , β  ισχύει ότι : 

.α//βπροβ
α

 

 η)  Εάν 0β ≠≠≠≠  τότε .γα
β

)γβ(α
2

2

⋅⋅⋅⋅====
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

 

 θ)  Για δύο τυχαία µη µηδενικά διανύσµατα α , β  ισχύει ότι : 

.βαβα ⋅⋅⋅⋅≤≤≤≤⋅⋅⋅⋅  

 ι)  Εάν 0βα ====⋅⋅⋅⋅  τότε 0α ====  ή .0β ====    
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 ια) Εάν det (((( )))) β ,α 
�

�

 είναι η ορίζουσα των διανυσµάτων β , α 
�

�

, τότε ισχύει 

η ισοδυναµία: β // α 
�

�

 ⇔ det (((( )))) 1  β ,α ====
�

�

 .   

8. Να γράψετε στο τετράδιό σας τα γράµµατα της Στήλης Α και δίπλα σε 

κάθε γράµµα τον αριθµό της Στήλης Β που αντιστοιχεί στη σωστή 

απάντηση. 

9. Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή 

 απάντηση. ∆ίνονται τα διανύσµατα 
→→→→

α =(λ,2) και 
→→→→

β =(2,λ)  όπου λ∈∈∈∈ΙR .      .          

 α.).       .Εάν τα 
→→→→→→→→

β,α  είναι κάθετα,  τότε :  α. λ=1  β. λ=0  γ. λ=−−−−2  δ. λ=2 

 β)  Εάν τα 
→→→→→→→→

β,α  είναι οµόρροπα, τότε :  α. λ=1  β.λ=0 γ.λ=−−−−2  δ. λ=2 

 γ)  Εάν τα 
→→→→→→→→

β,α  είναι αντίρροπα, τότε : α. λ=−−−−1 β.λ=0 γ.λ=−−−−2  δ.λ=2 

10. ∆ίνονται τα διανύσµατα α , β  µε 3α ====  και 1β ==== .  Εάν 

2

1
βπροβ

α
==== α  τότε η γωνία   των α   και β    είναι ίση µε :   α. π/6        

β. π/3           γ. π/4          δ. π 

 

Γ. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

1. Έστω ευθεία (ε) διάνυσµα ΑΒ  πάνω σε αυτήν µε ΑΒ =1 και σηµείο Μ 

εκτός της ευθείας. Εάν Μ’ το συµµετρικό του Μ ως προς την ευθεία να 

δειχθεί ότι .ΑΜΑΒ)ΑΒΑΜ(2'ΑΜ −−−−====      

2. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία ∆ και Ε στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ 

αντίστοιχα για τα οποία ισχύει ότι AB
3

1
∆A ==== και .AΓ

3

1
EΓ ====  Εάν Κ και 

Λ είναι τα µέσα των πλευρών ΑΒ και ∆Ε αντίστοιχα να δειχθεί ότι 

ΒΓ//ΚΛ . 

3.  ∆ίνεται ένα τρίγωνο ΑΒΓ και το µέσο Ο της πλευράς του ΒΓ.  

Στήλη Α Στήλη Β 

α. κάθετα διανύσµατα   
→→→→→→→→→→→→→→→→

≠≠≠≠≠≠≠≠ 0β,0α  1. ====⋅⋅⋅⋅
→→→→→→→→

βα  β  α
��

⋅⋅⋅⋅  

β. οµόρροπα διανύσµατα 
→→→→→→→→→→→→→→→→

≠≠≠≠≠≠≠≠ 0β,0α  2. ====⋅⋅⋅⋅
→→→→→→→→

βα −  β  α
��

⋅⋅⋅⋅  

γ. αντίρροπα διανύσµατα 
→→→→→→→→→→→→→→→→

≠≠≠≠≠≠≠≠ 0β,0α  3. ====⋅⋅⋅⋅
→→→→→→→→

βα 0 

 4. ====⋅⋅⋅⋅
→→→→→→→→

βα 2  β  α
��

⋅⋅⋅⋅  
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 α) Να βρεθούν τα σηµεία Μ και Ν για τα οποία ισχύουν : 

0MΓ3MB3AM2 ====−−−−++++  και .0ΓN2BN2AN ====++++−−−−  

 β)  Να δειχθεί ότι τα σηµεία Α, Μ και Ν είναι συνευθειακά.  

 γ)  Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα AM,AO και AN είναι συγγραµµικά.     

4. ∆ίνονται τα σταθερά σηµεία Α, Β, Γ και το µεταβλητό σηµείο Μ. Να 

αποδειχθεί ότι το διάνυσµα ΓM3MB2MA −−−−++++ είναι σταθερό.            

5. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το µέσο Μ της ΒΓ και σηµείο Ρ τέτοιο ώστε 

.PM2AP ====  Εάν Ν το µέσο της ΑΓ να δειχθεί ότι τα σηµεία Β, Ρ και Ν 

είναι συνευθειακά.   

6. Έστω τα διανύσµατα β,α ,γ  µη συγγραµµικά ανά δύο και τέτοια ώστε 

γβ//α ++++  και .γα//β ++++  Να δειχθεί ότι .βα//γ ++++  

7.  Εάν τα διανύσµατα )2,λ(α ====  και )λ,50(β ====  είναι παράλληλα, τότε : 

 α)  Να βρεθούν οι τιµές του λ. 

 β) Να βρεθούν οι συντεταγµένες του σηµείου Μ(x, x+1) όταν τα α , β  

είναι αντίρροπα και ισχύει ότι .)βα(ΟΜ ++++⊥⊥⊥⊥  

8. Για τα διανύσµατα α , β  και x  του επιπέδου ισχύουν : β//α2x ++++ , 

α)βx( ⊥⊥⊥⊥++++  µε .4/π)β,α(και1β,2α ============  

 α) Να εκφρασθεί το διάνυσµα x  συναρτήσει των .βκαια  

 β) Να υπολογισθεί το αx ++++ . 

9.  ∆ίνονται τα σηµεία Α, Β, Γ, Ο τέτοια ώστε .0ΟΓ4ΟΒΟΑ3 ====−−−−++++  

 α) Να δειχθεί ότι τα σηµεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 

 β) Εάν για το µεταβλητό σηµείο Μ ισχύει ότι : 0ΓΑΜΑ4ΓΒΜΑ ====⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅  

να βρεθεί η γραµµή που γράφουν τα σηµεία Μ. 

10. Έστω δύο διανύσµατα α
�

 και β
�

 για τα οποία ισχύει ότι 

(((( ))))βκαλ)βλακ(
�

�

−−−−⊥⊥⊥⊥++++  για κάθε κ, λ .ℜℜℜℜ∈∈∈∈  

 α)  Να αποδείξετε ότι .βα
�

�

⊥⊥⊥⊥   

 β) Εάν 2β ====
�

να βρεθεί το .α
�

 

11. ∆ίνεται το διάνυσµα ).8,6(α −−−−====   

 α)  Να βρεθεί το µέτρο και ο συντελεστής διευθύνσεώς του.   
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 β) Να εκφρασθεί το α  ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων 

).2,1(vκαι)3,2(u ========  

 γ) Να βρεθεί ένα διάνυσµα  β  αντίρροπο του α  και µε µέτρο τριπλάσιο 

από το µέτρο του α .  

12. Για τα διανύσµατα γ,β,α  ισχύουν : 

.7β,1γακαι0β3γ8α ================++++−−−−  

 α) Να δειχθεί ότι .βα ⊥⊥⊥⊥              

 β)  Εάν θεωρήσουµε ότι ΟΓ2Ο∆καιγΟΓ,βΟΒ,αΟΑ ================  

όπου Ο τυχαίο σηµείο του επιπέδου να δειχθεί ότι τα σηµεία Α, Β, ∆ 

είναι συνευθειακά.         

13. Εάν )6,8(βκαι)2,1(α ====−−−−====  να βρεθεί το διάνυσµα .aπροβ
β

       

14. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ,βΑΓ,αΑΒ ======== 3α,
3

π
)β,a( ======== και 

4β ==== . Έστω Κ, Μ τα µέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. Από το Μ 

φέρνουµε την κάθετο ΜΛ στην ΚΜ που τέµνει την ΑΓ στο Λ και έστω λ  ο 

πραγµατικός για τον οποίο ισχύει : .ΑΓλΓΛ ⋅⋅⋅⋅====  

 α) Να εκφρασθεί το διάνυσµα ΚΜ  συναρτήσει του β
�

 και το ΜΛ  

συναρτήσει των .λ,β,α                   

 β) Να δειχθεί ότι .ΑΓ
16

5
ΓΛ −−−−====   

15. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και σηµεία Ε, Ζ τέτοια ώστε ΑΒαΑΕ ====  

και ∆Γβ∆Ζ ====  µε α+β=1. Να δειχθεί ότι η ευθεία ΕΖ διέρχεται από το 

κέντρο Ο του παραλληλογράµµου. 

16. Για τα διανύσµατα  β ,α 
�

�

 ισχύουν οι σχέσεις 2)- (4,  β3  α2 ====++++
�

�

 και 

 8) (-7,  β3 - α ====
�

�

. 

 α) Να δείξετε ότι 2) (-1,  α ====
�

 και 2)- (2,  β ====
�

 . 

 β) Να βρεθεί ο πραγµατικός αριθµός κ, ώστε τα διανύσµατα 

 β3  α2  και   β  ακ
�

�

�

�

++++++++ να είναι κάθετα. 

 γ) Να αναλυθεί το διάνυσµα  1)- (3,  γ ====
�

σε δύο κάθετες συνιστώσες, 

από τις οποίες η µία να είναι παράλληλη στο διάνυσµα  α 
�

. 
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17. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε 4ΓA,3AB ========  και (((( ))))
3

π
ΓA,AB ==== . Εάν Κ 

σηµείο της πλευράς  ΒΓ τέτοιο ώστε KΓ3BK ====  να βρεθεί το .AK    

18. ∆ίνονται τα σηµεία  Α(4, 0) και Β(0, 5) στο ορθοκανονικό σύστηµα Οxy.  

 α) Να βρεθεί σηµείο Μ του τµήµατος ΑΒ τέτοιο ώστε ΑΒΟΜ ⊥⊥⊥⊥ .  

 β) Εάν Κ το µέσο του ΟΑ  και Λ το µέσο του ΟΒ  τότε το εσωτερικό 

γινόµενο ΜΛΜΚ  είναι ίσο µε :    A. 1      B. 
2

ΜΟ        Γ. 
2

ΜΚ      ∆. 0 

19. Εάν για τα διανύσµατα α  και β  ισχύει ότι 2βαβα ====−−−−++++++++  να δειχθεί 

ότι βα2βαβα ====−−−−−−−−++++ . 

20. Έστω το κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε ====ΑΒ (1, 2), ====ΑΓ (0, 5) και 

====Β∆ (-2, 1). 

 α) Να δειχθεί ότι το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο και να βρεθούν οι 

γωνίες του. 

 β) Εάν Μ τυχαίο σηµείο να δειχθεί ότι η διαφορά Μ∆ΜΒΜΓΜΑ −−−−  είναι 

σταθερή ποσότητα. 

21. Εάν αγ4γβ2γα −−−−====−−−−====−−−−  να δειχθεί ότι γβα ======== . 

22. Έστω τα διανύσµατα κβ(α −−−−==== , λ) και κ(β ==== , λα −−−− ). 

 α) Να βρεθεί το βα ++++ . 

 β) Να δειχθεί ότι βα ⊥⊥⊥⊥ . 

23. ∆ίνεται το διάνυσµα 0α ≠≠≠≠ . Να λυθεί η εξίσωση αα8xxαx ++++====−−−− . 

24. Εάν για τα διανύσµατα α  και β  ισχύει ότι ρα ==== , 4ρ3β −−−−====  και 

2ρβα ====++++  να βρεθεί ο πραγµατικός αριθµός ρ και να εξετασθεί εάν 

α =β . 
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